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МО�ЕЛ ��А ТЪНКИ МА�НИТНИ СЛОЕВЕ

В статията се разглеждат методи за математично третиране на задачата за определяне 
на положението на намагнитеността в тънки магнитни слоеве с едноосна анизотропия в 
равнината на образците. Анализът се базира на еднодоменния модел на Стонер-Волфарт. 
Описанието на физичната картина,� което моделът дава,� води до ��равнения от четвърта 
степен по ъгъла на намагнитване,� чието решаване е свързано със сериозни те�нически 
затр��днения. Намирането на представяния,� притежаващи известни симетрии,� би било от 
полза за аналитичното или числено изследване на проблема. Представена е те�ника за 
ред��кция на основното ��равнение до к��бично. �азгледано е и комплексно представяне,� 
което трансформира зависимостите в ��добен вид и би могло да ��лесни процед��рата за 
решаване .

Bori���v Pet�ov. REDUC��I�N �F ��HE MAGNE��I�A��I�N EQUA��I�N� F�R �NE 
DOMAIN THIN FILMS

Mathematical methods for treatment the problem of the magnetization in thin films with 
uniaxial anisotropy in the film plane are introduced. ��he analysis is based on the �toner-Wohl-
warth model for one domain samples. ��he equations,� which it yields,� lead to a quatric relation 
in trigonometric function of the angle of magnetization. ��hat makes finding the exact solutions 
rather cumbersome. ��herefore it is a great deal better to find representations,� possessing certain 
symmetries,� which facilitate the considerations. A way to reduce the magnetization angle rela-
tion to a cubic equation is shown. Also transformations in complex form are found,� making this 
relation compact and more convenient.
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1. ВЪВЕ�ЕНИЕВЪВЕ�ЕНИЕ

Еднодоменният модел на Стонер-Волфарт [1] дава енергетична трак-[1] дава енергетична трак-дава енергетична трак-
товка на положението на намагнитеността на тънки магнитни слоеве с 
едноосна анизотропия в равнината на образците. Моделът въвежда ефек-
тивно потенциално въздействие (определящо се от кристалната стр��кт��-
ра),� което при липса на външно поле насочва намагнитеността по леката 
ос на материала. ��а отклонение от нея на ъгъл ϕ е необ�одима енергия

Ek = K sin2φ,  (1)
наречена енергия на анизотропия,� като K е т.нар. константа на анизотропия 
и е кристалографски параметър на материала на образеца. ��а тънки слоеве ��а тънки слоеве��а тънки слоеве 
с малка дебелина векторът на намагнитеността остава в равнината на слоя 
[4]. При прилагане на външно поле. При прилагане на външно поле H (Hx� , HHy) посоката на намагнитване ще 
се определя от миним��ма на пълната енергия E,� която е с��ма от енергията 
на взаимодействие с приложеното поле и енергията на анизотропия: 

E = – Ms HH + K sin2 φ
или (2) (2)

E = – Ms H cos (θ – j) + K sin2 φ,
където Ms е намагнитеността на феромагнетика,� която се определя от 
магнитния момент на частиците за единица обем,� H и θ са съответно 
големината на външното поле и ъгълът,� който то сключва с леката ос Ox�, 
а φ е ъгълът межд�� вектора на намагнитеността и леката ос. 

��а да се намери миним��мът на пълната енергия,� трябва да бъдат 
изпълнени ��словията 
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В моделa на �toner-Wohlfarth,� приложен за тънки магнитни слоеве [1,��toner-Wohlfarth,� приложен за тънки магнитни слоеве [1,�-Wohlfarth,� приложен за тънки магнитни слоеве [1,�Wohlfarth,� приложен за тънки магнитни слоеве [1,�,� приложен за тънки магнитни слоеве [1,� 
2],� е ��добно да се работи с безразмерните величиние ��добно да се работи с безразмерните величинивеличини

h H=
Hk

, hx = h cos θ , hy = h sin θ , H
Mk

s

= 2K  (5)

като Hk има смисъл на инд��кцията,� причинена от намагнитване с диполенима смисъл на инд��кцията,� причинена от намагнитване с диполен 
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момент Ms.� �елациите (5) изразяват нормиране на външното поле към(5) изразяват нормиране на външното поле към 
параметрите на средата. Тогава ��равнение (3) може да се представи 
като 

hy cos φ – hx sin φ − sin φ cos φ = 0.. (�)(�)
�рафичното решение на ��равнение (�) води до построяване на 

критичната крива за намагнитване на слоя [4]. �ешенията на (�)[4]. �ешенията на (�). �ешенията на (�) 
притежават очевидна симетрия относно координатните оси. ��атова е 
достатъчно разглеждането да продължи само за положителни hx� ии hy, 
т.е. когато векторът на магнитното поле е в I квадрант [3]. Въпреки това,� е в I квадрант [3]. Въпреки това,�е в I квадрант [3]. Въпреки това,�I квадрант [3]. Въпреки това,� квадрант [3]. Въпреки това,�квадрант [3]. Въпреки това,�[3]. Въпреки това,�. Въпреки това,� 
както детайлно е разгледано в [4],� поведението на намагнитеността под[4],� поведението на намагнитеността под поведението на намагнитеността под 
действието на поле с посока межд�� 0о и 90о спрямо леката ос може да 
е доста комплицирано. Предварителното качествено изследване на 
поведението на (�) е необ�одимо,� за да се ��точнят ��словията,� на които 
отговарят реалните корени на ��равнението,� определящи положениетощи положението положението 
на намагнитеността (ъгълът φ) при зададени компоненти hx� ии hy на 
магнитното поле.

2. ОСНОВНО У�АВНЕНИЕ

Нека положим z = coscos ϕ, при което ��равнение (�) добива вида

h

z

h
z

y x�

1
1

2−
− = .

 
(7)

След повдигане на втора степен това ��равнение може да се запише по 
различни начини. Вместо подвеждане под общ знаменател е ��добно най-
напред вторият член да се пре�върли от др��гата страна на равенството. 
Тогава след повдигане в квадрат и преобраз��ване от (7) се пол��чава

z h z h h z h z hx� y x� x� x�
4 3 2 2 2 22 1 2 0+ + + −( ) − − .  (�)

Следователно при повдигане на втора степен се доп��ска известна 
дв��значност,� така че би трябвало да се провери кои решения на (�) са 
решения и на ��равнение (�). Предварителното изследване на аналитичното 
поведение на (�) с оглед определяне на броя и разположението на 
корените м�� значително би ��леснило такава проверка,� тъй като част от 
потенциалните решения ще отпаднат. Без да е принципно необ�одим за 
прилагането на разглеждания метод,� такъв анализ би бил полезен и за 



�9

физичното онагледяване на процесите и е подробно направен в [4]. Т��к[4]. Т��к. Т��к 
ще споменем най-общо,� че в зависимост от външното поле,� ако,� че в зависимост от външното поле,� акоче в зависимост от външното поле,� ако

h hx� y
2 3 2 3 1/ /+ >  (9а)

��равнение (�) има един корен,� който едновременно ��довлетворява и един корен,� който едновременно ��довлетворява и,� който едновременно ��довлетворява и 
��равнение (4). Той се намира в I квадрант. А ако в I квадрант. А акоI квадрант. А ако квадрант. А акоквадрант. А ако

h hx� y
2 3 2 3 1/ /+ <  (9б)

такива корени има два – по един съответно в I и II квадрант.I и II квадрант. и II квадрант.II квадрант. квадрант. 
В сл��чая (99а) има още един корен на ��равнение (�) в III квадрант,� а вIII квадрант,� а в квадрант,� а в 

(9б) – още два – съответно във II и III квадрант. Те обаче не ��довлетворяватоще два – съответно във II и III квадрант. Те обаче не ��довлетворяват 
��словието (4),� т.е. не съответстват на миним��ми на енергията и затова не 
се реализират на практика. 

Общите процед��ри за намиране на корените на полинома от 4-та 
степен в (�) са дълги и съдържат много междинни рез��лтати и разклонения 
в зависимост от различни ��словия. Именно затова ограничения,� 
предварително наложени от симетрии или аналитични свойства,� могат да 
се окажат от съществена полза.

3. �Е�УКЦИ� �О КУБИЧНО У�АВНЕНИЕ

Методите за решаване на ��равнение от четвърта степен обикновено 
започват с трансформация,� която води до освобождаване от члена с третата 
степен [5]. В сл��чая на ��равнение (�) тя се постига чрез полагането [5]. В сл��чая на ��равнение (�) тя се постига чрез полагането. В сл��чая на ��равнение (�) тя се постига чрез полагането

z x� hx�= −
2

. (10)
То води до

x� px� qx� r4 2 0+ + + = ,  (11)

в което за p, q и r имаме

p h

q h h h

r h h h h

x�

x� x� y

x� x� x� y

= − −

= − −

= + +

1
2

1

1
16

1
4

1
4

2

2

2 2 2 2

,

,

.  

(12)

По-нататък въвеждаме три нови неизвестни y, m и t чрез полагането
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x� = y + m + t. (13)
Тогава 

x�2 = y2 + m2 + t2 � 2(ym + yt + mt),�
x�4 = (y2 + m2 + t2)2 � 4(y2 + m2 + t2)(ym + yt + mt) � (14)
� 4(y2m2 + y2t2 + m2t2) � �ymt(y + m + t).

Като се елиминира от тези две равенства изразът ((ym + yt + mt) и се и се 
вземе под внимание полагането (13),� се пол��чава връзка межд�� степените 
на x�

x�4 – 2(y2 + m2 + t2)x�2 – �ymt x� + 
� ((y2 + m2 + t2)2 – 4(y2m2 + y2t2 + m2t2) = 0. 

(15)

Като приравним коефициентите с тези от ��равнение (11),� се 
пол��чава

y2 + m2 + t2 = −
p
2

,

ymt = −
q
8

,  (1�)

y2m2 + y2t2 + m2t2 = p r4 4
16
−

.

Тези връзки представляват система от три ��равнения с три неизвестни,� 
решаването на която показва,� че числата y2, m2 и t2 са корени на к��бичното 
��равнение,� наречено резолвентно:

u u up p r q3 2
2 2

2
4

16 64
0+ + − − =    .  (17)

Така задачата бе сведена до решаване на ��равнение от трета степен,� 
за което е известна форм��ла (на Картан) за намиране на корените в общ 
вид. Ако означим корените с u1, u2 и u3,� то

u y u m u t1
2

2
2

3
2= = =, , .       (1�)(1�)

след което се връщаме към първоначалните променливи [3].[3]..
След намиране на решенията за (22) и връщане към променливата 

φ,� измежд�� пол��чените стойности на ъгъла трябва да се подберат тези,� 
които ��доволетворяват и ��словието (4) и са в интервалите,� определени от 
аналитични (или физични) съображения.
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4. �Е�УКЦИ� Ч�Е�� КОМПЛЕКСНО П�Е�СТАВ�НЕ

1. Начин да се представи из�одното ��равнение (�) в по-��добен вид 
е като се използва комплексното представяне на тригонометричните 
ф��нкции

sin , cos ,ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ= − = +− −( ) ( )1
2

1
2i

i i i ie e e e    (19)

или,� ако положим v = eiφ:

cos
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ϕ

= +

= −

1
2

1

1
2

1

v
v

i
v

v  

(20)

��аместване в (20) в (�) и пол��чаваме

v h ih v h ih vx� y x� y
4 32 2 1 0+ − − + − =( ) ( ) .  (21)

Ако въведем комплексния параметър ω = hx� + ihy,� респективно  
£ω = �x� – ihy, ��равнение (21) добива вида

v v v4 32 2 1 0+ − − =ω ω .  (22)

Това ��равнение има съществено предимство,� защото в него не ��частва 
квадратичен член по променливата v. Наличието на известна симетрия в 
определени сл��чаи за параметъра ω също може да ��лесни решаването м��.

Независимо,� че след връщане към първоначалната променлива φ тя 
трябва да бъде реална,� в процеса на решаване на (22) не трябва да се 
държи сметка за това. Стойността на ъгъла φ трябва да се пол��чи реална 
автоматично и това може да сл��жи като проверка за правилността на 
решението. 
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5. ��АКЛЮЧЕНИЕ

Представените под�оди за третиране на енергетичното ��равнение при 
пренамагнитване в тънки еднодоменни образци позволяват задачата да се 
сведе до точно решима (чрез ред��кция до ��равнение от III степен),� или да 
се пол��чат значително по-ясни на вид зависимости (чрез комплексното 
представяне). Това значително би облекчило както аналитичните изслед-
вания на ф��нкциите,� така и методите за числено намиране на решенията,� 
които определят посоката на намагнитване в слоя под въздействието на 
външно поле.
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