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1. ВъВЕДЕНИЕ

Основната идея на квантовата механика е свързана с предположението, 
че всяка микрочастица се характеризира с вълнов процес с дължина на въл-
ната

l = h
p

,

където p е импулсът на частицата, а h – константата на Планк. Както е 
известно, за пространствено ограничено движение енергията на частицата 
има дискретни стойности, които намираме чрез решаване на уравнението на 
Шрьодингер. В много случаи е възможно да се получи оценка за енергията, 
като се отчетат вълновите свойства на частицата. Тези оценки се базират на 
използване на съотношението за неопределеност на Хайзенберг

∆ ∆x p ~ 

и на възможността в стационарно състояние да се формира стояща вълна 
в класически разрешената област [1]. Използването на съотношението за 
неопределеност като правило дава добра оценка за енергията на основното 
състояние [2, 3], a оценките с помощта на стоящи вълни – представа за целия 
енергетичен спектър [1].

В настоящата работа с използването на двата подхода са анализирани 
няколко типични (и достатъчно сложни) квантовомеханични задачи. Пред-
ставеното изложение може да се окаже полезно в случаите, когато обучени-
ето на студентите е ограничено до използването на елементарни математи-
чески средства.

2. СТРуКТуРА НА ЕНЕРгЕТИчНИя СПЕКТъР НА чАСТИЦА  
В БЕЗКРАйНО ДълБОКА ПОТЕНЦИАлНА ямА

С помощта на формирането на стоящи вълни може да бъде изучена 
структурата на енергетичния спектър на частица с маса m в поле с потенци-
ална енергия

U x U x( ) = 0

ν .

Нека класически разрешената област се простира от –x0 до x0, т.е. има 
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дължина L = 2x0. условието да се формира стояща вълна на Дьо Бройл на 
тази дължина е

n Lλ
2
= , 

при което възможните стойности на импулса са

p n
x

nn = =π
2

1 2 3
0

, , , , ...

Енергията на частицата като функция на x0 има вида

ε
π ν=
( )

+
n
mx

U x
2

0
2 0 08

.

Енергията ще бъде минимална при дадено n, ако

x
m U

n0

2 2

0

1 2

2 2

4
=










+
+π

ν

ν
ν

/
/

( )

( ) ,
,

и ще се дава с израза

ε ν ν
n An= +2 2/( ) , ,

където A се изразява чрез фундаментални константи и параметрите на по-
тенциала и частицата. Разстоянието между нивата може да се запише във 
вида

∆ε ε ε ν
ν

ε
n n n

n

n
= − ≈

+
×+1

2
2

.

Тогава имаме три възможности:
а) при v = 2 имаме Den = const и спектърът е еквидистантен (хармоничен 

осцилатор);
б) при v > 2 имаме Den ~ na, a > 0 и разстоянието между нивата расте с 

увеличаване на n (безкрайно дълбока правоъгълна потенциална яма);
в) при v < 2 имаме Den ~ n–a, a > 0 и разстоянието между нивата намалява 

с увеличаване на n (водороден атом, триъгълна безкрайно дълбока потенци-
ална яма).
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3. ДВИжЕНИЕ НА ЗАРЕДЕНА чАСТИЦА В мАгНИТНО ПОлЕ

Разглежданата задача е една от точнорешаемите в квантовата механика 
[4]. Тук ще приведем елементарно решение без използване на понятието ве-
кторен потенциал. Движението на частица със заряд q в хомогенно и посто-
янно магнитно поле с индукция B става с постоянна енерия

ε =
+ +p p p

m
x y z
2 2 2

2
,

тъй като магнитната сила не върши работа. От  класическите уравнения на 
движение

dp
dt

qv Bx
y= ,

   

dp
dt

qv By
x= − ,

  
dp
dt

z = 0

след интегриране на второто уравнение намираме

p p qxBy y− = −0 .

Тогава можем да запишем

p
m

m x xy
2

2
0

2

2
1
2

= −ω ( ) ,
,

където x
p
m

y
0

0= −
ω

,  а ω= qB
m

 е циклотронната честота. Окончателно енерги-
ята на частицата може да се запише във вида

ε ω= + − +p
m

m x x p
m

x z
2

2
0

2
2

2
1
2 2

( ) .

По този начин успяхме да представим енергията на заредената частица, 
движеща се в магнитно поле, като енергия, свързана с две независими дви-
жения – едномерно хармонично трептене с честота w около равновесното 
положение x0 и равномерно движение по оста Оz. 

За да проквантуваме движението на частицата, нека приемем, че тя се 
намира в паралелепипед със страни Lx, Ly и Lz. Възможните стойности на 
енергията на осцилатора са [4]
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ε ωn n n= +





=

1
2

0 1 2, , , , ...,
,

а при формирането на стояща вълна по оста Оz  възможните стойности на 
импулса в тази посока са

p
L

n nz
z

z z= =π , , , , ...1 2 3

За енергията на частицата получаваме

ε ω π
n n

z
zz

n
L

n, .= +




+










1
2

2

.

Пълният набор квантови числа, които определят състоянието на зареде-
ната частица в магнитно поле, включва освен числата n и nZ и равновесното 
положение на осцилатора x0. Енергията на частицата не зависи от x0 и е из-

родена по това квантово число, т.е. по възможните стойности на p
L

ny
y

y0 =
π

,  
където ny = 1, 2, ..., nmax. Стойността на израждане g на енергетичното ниво 
се определя от условието

0 00< < < <x L n qB L Lx y x y,
π

,

откъдето следва 

g qB L Lx y=
π

.

указаният подход за квантуване в магнитно поле дава възможност да се 
намери правилната стойност на кванта на магнитния поток [5]. Нека разгле-
даме електрон със заряд -q, движещ се по окръжност в равнина, перпендику-
лярна на магнитното поле. Радиусът r на окръжността e

r mv
qB

p
qB

= = .
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Тогава магнитният поток F през повърхността, оградена от траектория-
та на частицата, е

Φ = = =B r p
q B

m
q B

π π π ε2
2

2 2

2
,

където енергията на частицата е

ε ω=
+

= + −( )p p
m

p
m

m x xx y x
2 2 2

2
0

2

2 2
1
2

.

Като заместим енергията на частицата с квантуваната енергия на осци-
латора, получаваме

Φ Φ= +





=0

1
2

0 1 2n n, , , , ...

Тук квантът на магнитния поток е

Φ0 =
h
q

,

където константата на Планк h = 2pћ, а q е елементарният електричен за-
ряд.

4. мАгНИТНА ВъЗПРИЕмчИВОСТ НА ХЕлИя

За да оценим магнитната възприемчивост на хелия, ще пресметнем ин-
дуцирания магнитен момент в един атом, когато интензитетът на външното 
магнитно поле се изменя от 0 до H. За простота ще приемем, че даден елек-
трон в атома, съгласно теорията на Бор, се движи по кръгова орбита с радиус 
ρ, която лежи в равнина, перпендикулярна на интензитета на магнитното по-
ле H. В процеса на нарастване на интензитета на магнитното поле в контура, 
по който се движи електронът, се индуцира ЕДН 

ε = − ∆Φ
∆t

,
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където DF е изменението на магнитния поток през кръга с радиус ρ. Ин-
тензитетът на електричното поле, което ускорява електрона, движещ се по 
окръжността, е

E = ε
πρ2

.

То действа върху електрона със сила F = qE и поражда ускорение на 
електрона съгласно с втория закон на Нютон

m v
t

qE q
t

∆
∆

∆Φ
∆

= = −
2πρ

.

По такъв начин изменението на магнитното поле води до изменение на 
скоростта на електрона с

∆ ∆v q
m

H= −µ ρ
0 2

,

тъй като DF = m0pρ2DH. С изменението на скоростта е свързана промяна на 
момента на импулса DL = mρDv, а така също и на магнитния момент с

∆µ µ ρ= − 0

2 2

4
q

m
H .

Връзката между m и L следва от веригата равенства при движение по 
кръгова орбита

µ
πρ

πρ= = = =IS q
T

S q q
m

Lv
2 2

2 .

В действителност, в съответствие с квантовата механика, електроните в 
атомите не се движат по орбити. Изведената формула обаче може да се при-
ложи, ако разстоянието ρ до центъра на окръжността в разглеждания модел 
се замени със средното разстояние в пространството и се отчете сферичната 
симетричност на хелиевия атом, т.е. пълната еквивалентност на направле-

нията x, y, z. Тогава ρ2 22
3

= < >r  и за индуцирания магнитен момент в един 
атом хелий получаваме
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∆µ µ= − < + >0
2

1
2

2
2

6
q
m

r r H .

В основното състояние на хелиевия атом двата му електрона се намират 
на еднакви средни разстояния от ядрото (вж. по-долу). Понеже в един mol 
вещество има NA на брой атоми, следва, че индуцираният магнитен момент 
в един mol вещество е DM = NADm, откъдето за магнитната възприемчивост 

χ = ∆M
H  

получаваме израза

χ µ= − < >0
2

2q N rA

3m
.

За да оценим средното разстояние на електрона до ядрото в хелиевия 
атом, ще разгледаме хелиевоподобен йон със заряд на ядрото Zq. Нека раз-
стоянията на първия и втория електрон от ядрото са съответно r1 и r2. Според 
съотношенията за неопределеност на Хайзенберг импулсите на електроните 
ще са съответно

p
r1
1

≈  , p
r2

2

≈  ,

при което кинетичната им енергия е

T
m r r

= +












2

1
2

2
22

1 1 .

Потенциалната енергия на взаимодействие на електроните с ядрото е

U Ze
r r1

2

1 2

1 1= − +








 ,

а енергията на взаимодействие между електроните –

U e
r

e
r r2

2

12

2

1 2

= >
+

,
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където e q2
2

04
=

πε
.  Енергията на основното състояние се определя като мини-

мум на пълната енергия 

E r r
m r r

Ze
r r

e
r r

( , )1 2

2

1
2

2
2

2

1 2

2

1 22
1 1 1 1= +









 − +









 + +



по r1 и r2. минимумът на енергията се реализира при

r r
me Z1 2

2

2

1
1 4

= =
−



/
,

което за хелия дава < r2 > ≈ < r >2 ≈ 0,9.10–21 m2 и χ ≈ − −0 64 10 11, . m
mol

3

 при екс-

периментална стойност χexp , . .= − −2 4 10 11 m
mol

3

 Получената оценка може да се 
счита за добра, като се отчете простотата на разгледания модел. 

Разликата между оценката и експерименталната стойност се дължи на 
замяната < r2 > ≈ < r >2. Както е показано в [6], чрез използване на водородо-
подобни функции

< r2 > ≈ 3 < r >2 

и тогава имаме оценката χ ≈ − −1 9 10 11, . m
mol

3

.

5. СРАВНяВАНЕ НА яДРЕНОТО И ЕлЕКТРИчНОТО 
ВЗАИмОДЕйСТВИЕ

Енергията на взаимодействие между протон и неутрон в ядрото зависи 
от разстоянието rмежду тях и се описва с израза

 

U r U e
r r

r r

( ) ,= −
−

0
0

0/

/

където r0 = 1,3.10–15 m. Той е предложен от Х. Юкава през 1935 г. При опре-
делени стойности на U0 протонът и неутронът могат да се намират в свърза-
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но състояние, като образуват деутрон по подобие на взаимодействащите си 
електрон и протон във водородния атом, където енергията на взаимодейст-
вието се дава с израза

U r q
r

e
r

  ( ) = − = −
2

0

2

4πε
.

Тук  q = 1,60.10–19 C  е елементарният електричен заряд, а e0 = 8,85.10–12 F.m-1 
– електричната константа. Двете взаимодействия ще сравним, като оценим с 
помощта на съотношенията за неопределеност на Хайзенберг минималната 
стойност на U0, при която възниква деутрон, и ще я интерпретираме в терми-
ни на елементарен електричен заряд.

При неподвижен център на масите енергията на системата от протон и 
неутрон се дава с израза

E p U r p
M

U e
r r

r r

= + = −
−2 2

0
02

0

µ
( ) ,

/

/ ,

където е отчетено, че приведената маса на частиците е m = M /2. Съгласно  
съотношенията за неопределеност, ако R е средното разстояние между тях в 
образувал се деутрон, характерният им импулс p R≈  / . Тогава енергията 
на деутрона може да се запише във вида

E
Mr

U e
( ) ,ρ

ρ ρ

ρ

= −
−



2

0
2 2 0

където ρ = R / r0. От условието за минимум на енергията E'(ρ) = 0 получаваме 
следното съотношение:

U e
Mr

0
2

0
22

1ρ ρρ− + =( ) ,


което дава възможност да запишем енергията като

E U e
( ) ( ).ρ

ρ
ρ

ρ

= − −
−

0

2
1

Този израз е отрицателен при ρ < 1 и само тогава съществува деутрон. 

кул
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От друга страна, функцията

f e( ) ( )ρ ρ ρρ= +−1
2

1

е растяща и има максимална стойност fmax = 1/e при ρ = 1. От условието за 
минимум се вижда, че при

U U
Mr

e0 0

2

0
2

65> = ≈,min


MeV

взаимодействието е достатъчно силно за образуване на деутрон. Тогава, ако 
запишем U r Q0 0

2
04= / πε , за елементарния заряд Q, който характеризира си-

лата на ядреното взаимодействие, получаваме

Q r U q= ≈4 80 0 0πε ,

т.е. ядрените сили са около 100 пъти по-интензивни от електричните.

6. СлОЕСТ  мОДЕл  НА яДРОТО

Както е известно, ядрата на атомите са изградени от протони и неутрони 
(нуклони) с приблизително равни маси mN = 1,67.10–27 kg. Те взаимодействат 
помежду си чрез ядрени сили, които определят радиуса на ядрата R в зави-
симост от масовото число A, като R = r0(A)1/3, r0 = 1,3–15 m. Според слоестия 
модел нуклоните могат да се разглеждат като независими частици, които се 
намират в сферична потенциална яма с радиус R и дълбочина U. Те образу-
ват слоеве от частици с една и съща енергия, които са запълнени аналогично 
на електронните слоеве в атомите.

Електроните, протоните и неутроните са частици с един и същ спин. За 
да оценим основните характеристики на ядрото 8

16 O  в слоестия модел, ще 
предположим, че протоните и неутроните се намират в потенциална яма с 
формата на куб с ръб а и дълбочина U0. Размерът а се определя от изискване-
то потенциалната яма с форма на куб да моделира сферично ядро със същия 
обем. Следователно имаме

a R A r= 





≈ ( )4
3

43
1 3

1 3

0

π /
/

.
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Възможните стойности на енергията на един нуклон в ядрото ще оп-
ределим, отчитайки вълновите му свойства. В потенциалната яма с форма 
на куб един нуклон извършва три независими движения – по x, по y и по z, 
насочени перпендикулярно на стените  на ямата. За всяко от независимите 
движения се формира стояща вълна на Дьо Бройл. Оценките за ядрото на 
кислород 8

16 O  ще направим при дълбочина на ямата U0 = –53 MeV.
Енергията на един нуклон се определя с израза

ε = +
+ +

U
p p p

m
x y z

N
0

2 2 2

2
.

Като отчетем за всяко независимо движение формулата на Дьо Бройл

p = 2π
λ


(константата на Планк 
 = = −h

2
1 05 10 34

π
, . J.s ), получаваме

ε π
λ λ λ

= + + +








U

mN x y z
0

2 2

2 2 2

4
2

1 1 1

.

Съгласно вълновите свойства на частиците възможните стойности наlx, ly, 
lz следват от формирането на стоящи вълни между всеки две стени на по-
тенциалната яма:

n a nx
x

x
λ
2

1 2 3= =, , , ,...

n a ny
y

y

λ
2

1 2 3= =, , , ,...

n a nz
z

z
λ
2

1 2 3= =, , , ,...

Тогава за възможните стойности на енергията на един нуклон в ядрото 8
16 O  

получаваме

ε π
n n n

N
x y z

N
x yx y z

U
m a

n n n U
m r

n n, , ,= + + +( ) = + + +0

2 2

2
2 2 2

0

2

0
2

2 2

2
0 31

  nnz
2( ) .
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Според принципа на Паули в дадено състояние с определениnx, ny, nz  
могат да се намират най-много два протона с противоположни спинове и 
два неутрона с противоположни спинове. Така на енергетичното ниво e1,1,1 
могат да се намират най-много два протона и два неутрона, а на нивото  e2,1,1 = e1,2,1 = e1,1,2– най-много шест протона и шест неутрона и т.н. За ядрото 
на кислород 8

16 O  изброените енергетични нива са изцяло запълнени, а оста-
налите енергетични нива са празни. Енергията на основното състояние на 
ядрото (най-ниската възможна енергия от сумата на енергиите на отделните 
нуклони) за кислорода 8

16 O  е равна на

E U
m rN

0 0

2

0
2

16 0 31 4 3 12 6 271= + + ≈ −, ( . . ) 

MeV.

минималната енергия, която трябва да погълне ядрото, за да освободи 
нуклон, т.е енергията на свързване Eсв, е 

Eсв = – e2,1,1 ≈ 12 MeV,
  
а честотата на съответния фотон, който може да предизвика този преход, е

ν
πmin
cB

2
Hz= ≈E
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т.е. фотонът е γ-квант. 
Предложеният вариант на слоестия модел е приложим за леките ядра, 

където израждането на заетите енергетични нива съвпада с това на ориги-
налния модел.

В заключение трябва да се отбележи, че подобен тип оценки могат да се 
развият и за ефекти при неограничено движение на частиците, което ще бъде 
публикувано допълнително.
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